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Впервые задача качественного исследования аналитических систем второго порядка была по-
ставлена основателями качественной теории дифференциальных уравнений А. Пуанкаре и А.М. 
Ляпуновым, ими же в середине прошлого столетия были получены первые глубокие результаты в 
этом направлении. [1,2]. В 60–80 годы XX столетия особенно активно развивались направления 
качественной теории, изучающие поведение траекторий динамических систем в окрестности на-
чала координат. Полная классификация орбитальных нормальных форм, локальных фазовых 
портретов двумерных систем с ненулевыми квадратичными частями и коэффициентные критерии 
их реализации были получены в [3]. В библиографии [3] приведен обзор основных результатов 
исследований, проведенных в данном направлении. С ростом степеней в главных частях аналити-
ческих систем, исследования заметно усложняются. В настоящее время активно исследуются ана-
литические системы с кубическими главными частями, однако здесь процесс исследования слож-
ных особых точек осложняется проблемой различения центр-фокус. В данной работе исследуется 
поведение двумерной аналитической системы с нелинейностями четвёртой степени при некото-
рых ограничениях на коэффициенты ее главных частей. 






























     (1) 
 
где p(x,y), q(x,y) - ряды по степеням x и y, начинающиеся членам выше четвёртой степени.  
 
Поведение системы (1) в окрестности особой точки О(0,0) будем исследовать при помощи ме-
тода Фроммера, изложенного в [1 – 4]. Исследование разобьём на несколько частей, в зависимости 
от вида диаграммы Ньютона  [1; 2]  системы (1). 


























1=μ , μ=1, 
2
3=μ  и μ = 2являются для (2) возможными порядками кривизны, кроме то-










b−=ϑ  будет особым. 














++−=′  (3) 
 








−±=  – корни уравнения 02 6544,0 =+ ucub . Следовательно, 





















4,0  [1, с. 47; 2, с. 20].  
Исследуем вопрос о существовании O+-кривых системы (1) с порядком кривизны μ=1. Замена 






















ba +−=ρ  в случае 0)( 3,12,24,0 <+ bab  является возможной мерой кривизны с поряд-





x ++=′ . Следова-
тельно, при 0)( 3,12,22,2 >+ baa  система (2) имеет открытый пучок O+-кривых с порядком кривиз-













3,12,2 . (Здесь и далее функция )(~ xu  - бесконечно малая более высокого порядка).  
Возможные порядки кривизны 
2
3=μ  и μ=2 исследуются при помощи соответственно, замен: 
2/3, uxyxx aa  и 2, uxyxx aa . 













−= ; при 0)23( 3,12,25 <+ bae , 0)23( 3,12,23,1 >+ bab  – открытый пу-
чок O+-кривых с порядком кривизны 
2








−=ρ . Кроме того, при 
0)23( 3,12,22,2 <+ baa  система (2) имеет открытый пучок O+-кривых с порядком кривизны 3ϑμ =  
и мерами ),0( +∞∈ρ . [1, с.39]. Заметим, что система (2) имеет такие O+-кривые, если при 
0)( 3,12,24,0 <+ bab , 0)23( 3,12,25 <+ bae  будет выполнено также a2,2b1,3>0. В этом случае (2) имеет 
единственную O+-кривую с μ=1 и единственную O+-кривую с 
2
3=μ . При 065 <× de  система (2) 










⎛ +−= . Аналогичным образом исследуется пове-
дение системы (1) во втором, третьем и четвертом квадрантах. Так, к примеру, во втором квадран-
те полагаем yyxx aa ,− .  
Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Особая точка  О(0,0)   системы (2) имеет следующие  локальные  фазовые порт-
реты: 
1) НННННННН  при 0)( 3,12,22,2 <+ baa , 0)23( 3,12,23,1 <+ bab , 03,12,2 <ba ; 
2) РЕРНРЕРН при  0)( 3,12,22,2 >+ baa , 0)23( 3,12,23,1 >+ bab , 03,12,2 <ba ; 
3) РННРНН при 0)23)(( 3,12,23,12,2 >++ baba , 03,12,2 <ba  или  при 0)( 3,12,22,2 <+ baa , 





II. Диаграмма Ньютона системы (1) имеет четыре вершины, причём каждая сторона kk VV 1−  ло-
маной Ньютона содержит не более одной внутренней точки jiX ,  или lkY ,  диаграммы Ньютона. В 
















































k xyexdxybyxbyycyxayxax &&  (5) 
 
1. Рассмотрим систему (4). Диаграмма Ньютона системы (4) имеет четыре вершины. Числа  
3
2=μ , μ=1 и μ=2 являются для (4) возможными порядками кривизны.  
















++−=′   (6) 
 






−=  – корни уравнения 06532,2 =+ ucua . Следовательно, при 




a−=ρ  – возможная мера кривизны O+-кривых с порядком 3
2=μ . Но так как 
u4  является также корнем уравнения 055
2
2,2 =+ ucua , то [2, с.19] эту меру кривизны считаем осо-












































    (7) 
 
Выполняя в последнем уравнении замену yvxx aa ,3 , переходя к системе и вновь приме-
няя метод Фроммера, получаем, что система (4) имеет открытый пучок м+-кривых с порядком 
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++++−=′        (8) 
 




























aababa −+−−= mρ  – возможные меры кривизны.  Выполняя в (8) последова-
















x +−+−=′ . Следовательно, при 
b2,2>0 система (4) имеет единственную O+-кривую ( )xxuy )(~2 += ρ  и открытый пучок O+- кри-
вых с μ=1, ρ= ρ1; а при b2,2<0 открытый пучок O+-кривых с 1=μ , 2ρρ =  и единственную O+-














d−=ρ .  
Проводя аналогичные рассуждения во II, III  и  IV четвертях и введя обозначение 
2,20,4
2
2,21,3 4)( aabaD −+= , получаем, что имеет место  
Теорема 2. Начало координат системы (4) представляется такими  локальными  фазовыми 
портретами: 
1) РЕРН  при  D<0 или D>0, b2,2<0,a4,0a1,3>0; 
2) РЕРЕРНН при D>0,a4,0a1,3<0 или D>0,b2,2>0,a4,0a1,3>0. 
2. Рассмотрим систему (5). Диаграмма Ньютона этой  системы имеет четыре вершины, числа 
3
2=μ , μ=1 и 
2













b  соответственно числа 2ϑ , 3ϑ  будут особыми. Обозначим:   
),)()(( 2,22,23,11,33,12,22,21,3 babababaA −++=  
).32(),23( 3,12,23,12,21,31,3 babCbaaB +=+=  
Применяя к системе (5) метод Фроммера, получаем, что при 0)32( 3,12,25 <+ bac , 0<C  
система (5) имеет открытый пучок O+-кривых с порядком 
3








+=ρ ; а при 
C>0 –единственную O+- кривую ( ) 3/2)(~ xxuy += ρ . В случае A<0 система (5) имеет единствен-






+−=ρ , а при 0>A  – открытый пучок таких O+- кривых. Если 











если ,0)23( 2,21,35 <+ bad  0>B  – единственную O+-кривую 2/3))(~( xxuy += ρ . 






b  существует открытый пучок O+- кривых с порядком кривизны 






b  – открытый пучок O+-кривых с порядком 
3ϑμ =  и мерами ),0( +∞∈ρ . Выполняя замены yyxx aa ,− ; yyxx −− aa ,  и 
yyxx −aa ,  исследуем поведение системы (5) соответственно во II, III и IV четвертях. Та-
ким образом, справедлива  











b ; при A>0, B<0,C>0, 
































b , C>0,a2,2b1,3>0; 
3) НННННН при A<0, B>0, a3,1b2,2>0, C>0,a2,2b1,3>0; 






b , C<0.  
III. Диаграмма Ньютона системы (1) имеет четыре вершины, при этом одна из сторон kk VV 1−  
ломаной Ньютона содержит две внутренние точки jiX ,  или lkY ,  диаграммы Ньютона. В этом слу-
























k yexdyxbyycxyayxaxax &&   (9) 
 
Диаграмма Ньютона системы (9) имеет четыре вершины. Числа 
2
1=μ , 1=μ  и 2=μ  являют-
ся для (9)  возможными порядками кривизны. Исследуем наличие O+-кривых с порядком μ=1. По-































2,23,1 >+−=−=−= aaaaaaaaba    (10) 
 
.0,, 2,20,43,12,2 >−=−= aabaaaa        (11) 
 
1. Рассмотрим систему (9) в случае выполнения условий (10). Исследование порядка кривизны 
2




23 yxqxyxyyxpyxxx ++=++= βαβα &&  
 
где p(x,y), q(x,y) - ряды по степеням x и y, начинающиеся членами более высокой степени, а коэффициен-















Существует открытый пучок O+-кривых с порядком 
2




=ρ . Система (9) имеет 






−=ρ . В случае a(3a-2a2,2)>0, система (9) имеет единственную O
+-кривую с μ=1, 
p=a2,2-2a; а при a(3a-2a2,2)<0 – открытый пучок таких O+-кривых. Проводя соответствующие ис-
следования в остальных четвертях, получаем, что имеет место 
Теорема 4. Система (9) в случае выполнения условий (10) представляется в окрестности 
О(0,0) следующими  локальными  фазовыми портретами: 
1) РЕРЕРНН при a(3a-2a2,2)>0; 
2) РЕРЕРЕРЕРЕРН при a(3a-2a2,2)<0. 
2. Исследуем поведение системы (9) в случае выполнения условий (11), где будем полагать 
также, что a1,3×b2,2>0. Система (9) имеет открытый пучок открытый пучок O+-кривых с μ=1, p=a и 




d=ρ . При исследовании порядка кривизны 
2
1=μ  полу-






a−=ρ . Таким образом, имеет место  
Теорема 5. Система (9) в случае выполнения условий (11) представляется  в окрестности на-




Таким образом, в данной работе получены: 
1. Локальные фазовые портреты (ЛФП) системы (1) в случае, когда диаграмма Ньютона систе-
мы имеет пять вершин и некоторые ЛФП системы (1), когда диаграмма Ньютона системы (1) име-
ет четыре вершины.  
2. Получены коэффициентные критерии реализации каждого из приведенных ЛФП, которые 
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BUILDING OF PHASE PORTRAITS OF ANALYTICAL SYSTEM  






A research was made on two-dimensional analytical system with nonlinearities of the fourth level.  
The results: 
1. Local phase portraits in case when the Newton diagram of analyzing system has 5 apexes. 
2. Local phase portraits in cases when the Newton diagram has 4 apexes. 
3. Coefficient criteria’s of realization each of these mentioned phase portraits. 
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